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Resumen. La determinación práctica de anomalías de la altitud a
partir de un conjunto de datos (terrestres o de satélites) nos lleva
habitualmente a la modificación de la función de Stokes. Se presenta
un estudio de diferentes métodos basados fundamentalmente en
distintas consideraciones sobre la función de Stokes.
1. CALCULO DE ANOMALIAS DE LA ALTITUD.
El método seguido aquí es el desarrollado por Molodensky. En él se define
una superficie que aproxima la superficie topográfica terrestre, y se evalúa
la distancia entre ambas, anomalía de la altitud <, utilizando anomalías de
la gravedad aire-libre sobre la superficie de la Tierra (Molodensky et al,
1962).
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donde,
R. .. Radio medio terrestre,
G ... gravedad media de la Tierra, ~ 980 gal,
6g .. anomalía de la gravedad aire-libre en la supo terrestre,
t/J... distancia esférica del punto de cálculo a dO",
S(cost/J).. función de Stokes (Heiskanen & Moritz, 1985),
du .. elemento de superficie 0", sobre la que se realiza la integración,
gn.. términos que consideran la discrepancia entre la topografía y la
superficie equipotencial que pasa por P. (Moritz, 1980, p. 386).
Si nos restringimos a n=1, entonces obtenemos la denominada solución
gradiente,
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donde lo es la distancia esférica, y <o viene dado por,
<o = t:G ILt.o S(cos"JIdO- • (tI
En (Moritz, 1980) se muestra que la fórmula,
<=S[t.g+c), (SI
donde S es el operador de Stokes y e la conocida corrección de terreno o
topográfica (Heiskanen & Moritz, 1985) es tan precisa corno (2),en el orden
de aproximación en el que venimos trabajando y con tal que las diferencias de
anomalías de la gravedad dependan linealmente de diferencias de altitudes.
Además, la teoría de Molodensky presupone que el potencial perturbador T
es una función armónica en el exterior de la superficie topográfica
terrestre, luego el efecto de la atmósfera debe ser eliminado.
Por lo tanto, la anomalía de la altitud en la solución gradiente viene
dada por,
< = R4ltG IIo- t.gS(cost/JIdO- , (61
donde t.ges la anomalía aire-libre corregida del efecto de la atmósfera y de
la t opogf-afí a.
Podemos transformar (6) en una expresión más adecuada para la
integración,
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donde Sc(cost/J)es la denominada función de aproximación. Se define por,
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t/Jo" ••• distancia angular de truncamiento, (radio de la región esférica)
o-c.....área de la zona interna, (O:s t/J :s t/Jo) •
Asumamos que la función de aproximación de Stokes Sc admite un desarrollo
en serie de polinomios de Legendre (armónicos zonales),
eo
Sc(cosl/J) = ~1
2n+l
2
(9)
donde, por razones puramente formales, hemos designado (2n+l) An / 2 los
coeficientes en esta expresión. Entonces tenemos,
An = 1: Sc(cosl/J) Pn(cosl/J) senl/J dl/J
= fl/JoSo(cosl/J) Pn(cosl/J) senl/J dl/J + ·r S(cosl/J) Pn(cosl/J) senl/J dl/J.
Jo JI/Jo
(10)
El cálculo de la expresión (7) se realiza en tres pasos,
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donde Agn es el armónico de Laplace de grado n de la anomalia de la gravedad
Ag,
2n+1
(3)
y m es el grado de truncamiento.
El error cometido en (a' causado principalmente por las impreclslones en
las anomalías de la gravedad disponibles en el región esférica O'c' no será
tratado aquí.
El principal error en (b será debido a los errores en los coeficientes
del potencial. Este error mp vendrá dado por,
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donde oCn es el error medio cuadrático de las varianzas grado Cn'
El valor- de <e se despr-ecia siempr-e en el cálculo de anomalías de la
altitud <. El er-r-or-debido a la omisión de <e es denominado er-r-or-de
tr-uncamiento mt, que viene dado por- (Heiskanen & Mor-itz, 1985),
(15)
En el caso de no consider-ar- el er-r-or-en <4' el er-r-or-total en <, m< ser-á,
(16)
2. MODIFICACION DE LA FUNCION DE STOKES PARA EL CALCULO DE
ALTITUD.
ANOMALI AS DE LA
2.1 Metodo uno
Este método fue suger-ido por- (Yer-emeyev, 1959). La función SO(cos~) de la
expr-esión (8) es,
(17)
Sustituyendo (17) en (10), obtenemos los coeficientes Qn par-a este
método,
Qn = Jn S(cos~) Pn(cos~) senl/J dl/J •
I/Jo
(18)
A los coeficientes Qn se les denomina coeficientes de tr-uncamiento de
Molodensky, y pueden ser- obtenidos por- la expr-esión dada en (Hagiwar-a, 1976).
2.2 Metodo dos
En el segundo método (Meissl, 1971), la función SO(cos~) es constante,
50 (cos~) = st cos~ ) = cte.
O
(19)
Sustituyendo (19) en (10) obtenemos los coeficientes Tn par-a este método,
(20)
que puede expr-esar-se de acuer-do con (18),
(21)
Para realizar la integración en (21) consideremos el siguiente resultado
(Hobson, 1965, sec.ll, p. 38),
(m-n)(m+n+l) [ m Pm-l(cosl/!O)Pn(cosl/!o)- n Pm(cosl/!o)Pn-l(cosl/!O)-
- (m-n) cosl/!oPm(cosl/!o)Pn(cosl/!O)],
m=n, m2:1,n?;1. (22)
y
J:°pn(cosl/!)senl/!dI/!=
[n Pn-l (cosl/!O)- n cosl/!oPn(cosl/!o] n ~ 1 . (23)
n Ln+t )
Considerando la conocida relación de Rodrigues con m=1 obtenemos,
Pnl(cosl/!O)= senl/!oP~(cosl/!). (24)
donde P~(cosl/!) es la derivada de Pn(cosl/!) con respecto a cosl/!, y Pn1(cosl/!) la
función asociada de Legendre de grado n y orden 1.
En (MacRobert, 1967, p. 105), encontramos la relación,
P~ (cosl/!o) (25)
que nos permite escribir (24) de la forma,
senl/!oPnl(cosl/!O)= n Pn-l(cosl/!O)- n cosl/!oPn(cosl/!o), (26)
de manera que la expresión (23) se escribe de acuerdo con la fórmula (26),
J:
0 senl/!o
Pn(cosl/!)senl/!dI/!= ---n (n+l)
o
Pnl(cosl/!O), (27)
Entonces, la expresión (21) se transformará según (27) en,
n (n+l) (28)
Esta fórmula es válida obviamente para n ~ 1.
A partir de (20) con n=O podemos escribir,
TO = QO + S(cosl/Jo) r senI/J dI/J ,
Y efectuando la integración,
TO = QO + S(cosl/Jo) [ 1 - cosl/Jo ]
Por tanto, las expresiones (28) y (30) nos dan los coeficientes In para
este método.
2.3 Metodo tres
La función SO(cosl/J)en este método se define de la siguiente manera,
SO(cosl/J) = S(cosl/Jo) - V(cosl/Jo) cosecl/Jo [ cosl/J - cosl/Jo ],
donde,
dS( cosl/J)
II/J=I/Jo
dS(cosl/J)
dcosl/J 1
senI/Jo·
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Sustituyendo (31) en (10) llegamos a,
Hn = Tn - V(cosl/Jo) cosecl/Jo rO[cosl/J - cosl/Jo] Pn(co sI/J) senI/J dI/J ,
que según (27) escribimos,
Tn + V(cosl/Jo) [
cosl/Jo
n (n+ll
Pn1 (cosl/Jo) -
- cosecl/Jo ro cosl/J Pn(cosl/J) senI/J dI/J ] ,
Poniendo m=l en (22) obtenemos,
rOcosl/J Pn(cosl/J) senI/J dI/J =
1 [Pn(cosl/Jo) - n cosl/Jo Pn-1(cosl/J) - (l-n) cos
2
1/J0 Pn(cosI/JO)]'
(l-n) (n+2)
y de acuerdo con (26) reescribimos,
(29)
(30)
(31)
(32)
(33)
(34)
(35)
-:------:-.:.1_,,- [sen21/J0 Pn(cosl/JO) - cosl/Jo senl/Jo Pn1(COSI/J)].
(l-n)(n+2)
(36)
Efectuando la sustitución de (36) en (34), tras una serie de simples
operaciones, llegamos a,
V(cosl/Jo) [
Hn Tn + (n-1) n (n+1) (n+2) n (n+ll senl/Jo Pn(cosl/Jo) -
- 2 cosl/Jo Pn1(COSI/J)] n ~ 2,
A partir de (33) con n=Qobtenemos,
(37)
110 ; TO - V(cosl/Jo) cosecl/Jo r [cosl/J - cosl/Jo] senl/J dl/J , (38)
e integrando,
110 ; To - V(cosl/Jo) cosecl/Jo [~- cosl/Jo - ~ cos 2I/Jo ] . (39)
Considerando (33) con n=l llegamos a,
H1 ; T1 - Y(cosl/Jo) cosecl/Jo tO[cosl/J - cosl/Jo] cosl/J senl/J dl/J , (40)
que tras efectuar la integración escribimos,
H1 ; T1 - V(cosl/Jo) cosecl/Jo [~ - ~ cosl/Jo + ~ cos 3I/Jo ]. (41)
El conjunto de fórmulas (37), (39) y (41) nos dan los coeficientes Hn
para este método.
2.4 Metodo cuatro
En este método la función 50 se define por,
2r+1
r-1
(42)
que es la expresión de la función de Stokes en términos de pol inomios de
Legendre (armónicos zonales) truncada en el grado m, (Heiskanen & Moritz,
1985) .
Efectuando la sustitución de (42) en (10) obtenemos los coeficientes Wn
para este método,
Qn +
2r+l ro--- Pr(cos.plPn(cos.plsen.pd.p ,
r-l
° n=O,1,2, .... (43l
Cada una de las integraciones que aparecen en (43) vendrá dada por las
expresiones (22) ó (23).
3. CONCLUSIONES
En el primero de los métodos aquí presentados, la función de aproximación
Sc(cos.p) (fórmulas (8) y (17)) es discontinua en la frontera de la zona
interna (.p = .po). En el segundo de los métodos, la función Sc(cos.p)
(fórmulas (8) y (19)) es continua pero no derivable en la frontera. Por el
contrario, el tercer método si que presenta una función continua y derivable
en la frontera (fórmulas (31) y (32)).
Como sólamente intervienen los errores en los coeficientes del potencial
y el error de truncamiento, el segundo de los métodos es el más apropiado
para el cálculo de anomalías de la altitud, ya que tiene el mínimo error
entre estos diferentes métodos.
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